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Le thtortme dc l’element primitif at&me que tome extension separable de type 
fmi dun anneau local de corps residue1 inftni est monogene (cf. Trans. Amer. Mach. 
Sot. 122 (1966), 461479, lemme 3.1). On generalisera ce resultat au cas dun 
anneau semi-local, de quotient A/r = k, x ‘. x k,, en montrant que tome extension 
separable de rang m de A est monogene si, et seulement si, Card k, > m pour cha- 
que corps k,. 3:) 1987 Academic Press. Inc 
1. INTRODUCTION 
Par convention un anneau A est un anneau commutatif unifere dont le 
groupe des elements inversibles est note U(A). 
DEFINITION 1. On dit que B est une extension de l’anneau A si c’est une 
A-algebre commutative et lidtle; c’est une extension s.&parahle de rang m si 
c’est de plus une A-algebre separable et un A-module projectif de type lini 
et de rang m. 
Si A est un anneau semi-local on sait que tout A-module projectif de 
type fini et de rang defini est libre (cf. [3, Chap. II, paragraphe 5, Proposi- 
tion 51). 
Toute extension separable de rang m d’un anneau semi-local est-elle 
monogene? Tel est le probleme resolu dans cet article. 
2. UNITES EXCEPTIONNELLES ET MONOGENEITE DE A” 
Cette etude necessite la connaissance de la monogeneite ou non de l’ex- 
tension separable de A qu’est A x .. x A (m fois) que l’on notera A”. Le 
notion &unite exceptionnelle sera utile. 
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DEFINITION 2. Une unit6 E E U(A) de l’anneau A est exceptionnelle si 
l-EEU(A). 
FROPRIETE 1. Si 2~ U(A), - 1, t, 2 sont trois unit& exceptionnelles. Si 
je A (oti j’ + j + 1 = 0) -j et 1 + j sont deux unit& exceprionnelles. Si 
E 4 { - 1, i, 2, -j, 1 + j} est une unit& exceptionnelle alors 
E, &-I, l-e, 1 --E-I, (1 --E))‘, et (I--E-‘))’ 
sont six unit& exceptionnelles distinctes. 
Preuve. Les six valeurs donntes sont bien des unites exceptionnelles et 
elles prennent les valeurs -j et l+j si EE{-j,l+j} et -1, +, 2 si 
E E { - 1, f, 2 1. Si 2 4 U(A) on retrouve le resultat de T. Nagell (cf. [ 1 Ic]) 
pour qui 2 n’est pas inversible, A Ctant l’anneau des entiers d’un corps de 
nombres. Dans ce dernier cas A ne possede qu’un nombre fini d’unitts 
exceptionnelles (rtsultat de Chowla demontre en [ 1 la]). On trouvera en 
[ 1 I] les unites exceptionnelles (ou leur inexistence) pour de nombreuses 
classes d’anneaux d’entiers de corps de nombres. Cela permet (cf. lemme 
suivant) d’exhiber des extensions A” de A qui ne soient pas monogbnes. 
Cependant A2 Test toujours car isomorphe a A[x] oti x = (0, 1). 
Si A est un corps on sait (cf. [2, Chap. V, Sec. 7, ex. 51) que A” est 
monogene si, et seulement si, Card A b m; en voici une generalisation au 
cas oti A est un anneau. 
LEMME 1. Soit A un anneau et soit m E N *. Les propositions suivantes 
sont kquivalentes: 
(i) L’extension A” de A est monogtne. 
(ii) L’anneau A [X] possPde un polyn6me ny= I (X- xi) dont le dis- 
criminant soit inversible. 
(iii) L’anneau A possbde m t!lt?ments (distincts) xl ,..., x, tels que 
xi-xj~U(A)sij#i. 
Dans ces conditions A possPde au moins m - 2 unit&s exceptionnelles et la 
rkiproque est vraie si m = 2 ou 3 si A est un corps ou lorsque m = 4 et A est 
un anneau local avec 2 $ U(A). 
DEMONSTRATION. I1 est clair que (ii) o (iii). L’algebre A”, d’eltment 
unite 1 = (l,..., l), est monogtne engendree par x = (xl ,..., x,) si, et seule- 
ment si, pour tout a = (a, ,..., a,) E A” il existe a = (a, ,..., a,,_ 1) E A” tel que 
(a I,...,a,)=cr,~l+alx+ ... +a,_lxm-l c’est-a-dire si le determinant de 
Vandermonde 17(xi - xi) pour 1 < i < j < m est inversible. Ainsi (i) o (iii). 
THkORF:ME DE T.%I.kMENT PRIMTTTF 31 
Supposons (iii) verifite. Pour 1 dk<m soit sk= (xk-x1)/(x2-xX1). Si 
k # 1 ek E U(A) et si k # 2, 1 - sk E U(A) done A possede les unites excep- 
tionnelles e3 ,..., 8,. 
Reciproquement A* est monogene et si E E U(A) est une unite exception- 
nelle alors x,, = 0, x1 = 1 et x2 = E vtrifrent xi-xi E U(A) done A3 est 
monogtne. Si A est un corps possedant m - 2 unites exceptionnelles, A pos- 
sbde m elements distincts xi done, si i #j, 0 #xi-x, E U(A) et A” est 
monogene. Si F est une unite exceptionnelle de A local x0, x1, x2, xX = 1 - E 
conviennent, si 2 Em, pour montrer que A4 est monogene. 
Montrons maintenant, entre autres chases, que la reciproque precedente 
ne peut &tre ttendue au cas m > 3 et A local, car il existe des anneaux 
locaux ayant une infinite d’unites exceptionnelles mais ne possedant pas m 
ClCmcnts x, ,..., x, verifiant xi - xj E U(A). 
LEMME 2. (a) Si A est un anneau local did&al maximal m, A posshde 
Card A - 2 Card m unites exceptionnelles et A” est monogbne si, et seule- 
ment si, Card A/m 3 m. 
(b) Si A-k,x ... xk, produit de corps, A possede 
nr=, (Card k, - 2) unites exceptionnelles et A” est monogene si, et seule- 
ment si, Card k, 2 m pour tout i. 
(c) Soit A semi-local, de radical r, A/r N k, x . ’ x k,. Si un corps ki 
est isomorphe a F,, ni AJr, ni A n’ont dunite exceptionnelle. Si aucun des 
corps ki nest isomorphe a F, et si A est infini, A possede une infinite dunites 
exceptionnelles (mais A”’ peut ne pas dtre monogene). 
DEMONSTRATION. Si A est local E E U(A) est exceptionnelle si, et seule- 
ment si, ~$mu(l -m) or mn(l-m)=@ done le nombre d’unites 
exceptionnelles est Card A - Card(m u (1 - m)) = Card A - 2 Card m. 
Pour un corps on en trouve Card k - 2 et, comme 
U(k, x ... xk,)= U(k,)x ... x U(k,), k, x ... xk, 
en possede q=, (Card ki - 2). 
L’extension A” est monogene si, et seulement si, il existe m elements xi 
tels que x, - xj E U(A) si i #j. Si A est un corps (resp. un produit de corps) 
il faut et il suffrt que A (resp. chaque corps du produit) possede m elements. 
Si A est semi-local de radical r, E E U(A) est exceptionnelle si, et seule- 
ment si, EE U(A/r) est exceptionnelle. En effet si E et 1 -E sont inversibles 
elles n’appartiennent A aucun ideal maximal, c’est-a-dire E et 1 -E = i -E 
appartiennent, dans A/r = k 1 x . . x k,, a k: x . . x k: condition neces- 
saire et suffisante pour etre inversible. 
Comme A/r v k, x . x k, posdde c=, (Card ki - 2) unites exception- 
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nelles il n’en a aucune si k, 2: [F, pour un indice. Si tous les k, different de F, 
en relevant on obtient, si A est inlini, une infinite d’unitts exceptionnelles. 
Cependant A” n’est pas monogene si Card k, < m pour un indice. 
LEMME 3. A3 est monogene si 2 E U(A) ou jE A. 
A4 est monogene si 3 E U(A) et j E A. 
A5 est monogene si 6 E U(A). 
A6 est monogene si 6 E U(A) et j E A. 
DEMONSTRATION. On choisit chaque fois x0 = 0, x, = 1 et pour A3 
x2 = - 1 ou -j respectivement. Pour A4, x2 = -j et x3 = 1 +j si Jo A et 
3 E U(A). Pour A5, si 6~ U(A), x2 = - 1, x3 = -2, x4 = i ou 2. Pour A6, si 
6~U(A)etj~A,x,=-1,x,=2,x4=-jetx,=l+j. 
Revenons maintenant a une demonstration directe de (iii)=(i) au 
lemme 1, demonstration que l’on gtneralisera. 
RAPPEL 1. [3, chap. II, Sec. 1, proposition 51. Soit (a ,,..., a,) une 
famille firtie non vide d’ideaux dun anneau. Si les ideaux ai sont Ptrangers 
deux a deux l’intersection fl a, Pgale le produit na, et rhomomorphisme 
canonique A/( n ai) + IL(A/a,) est bijectif: 
Si xi - x, E U(A), 1 = ((X- xi) - (X- xi))/(xi - xi) montre que les 
ideaux ai = (X- xi) sont ttrangers deux a deux done 
A[X]/n(X-xi)=A[X]/17(X-xi)=Lir(A[X]/(X-a,))- A” 
(cela complete tgalement la demonstration de la proposition 2 de [ 141). 
Plus gedralement on a 
PROPOSITION 1. Soit A[x,], i= l,..., s, oti A[x,] E A[X]/(P,) une famille 
finie dextensions de type fini de I’anneau A. Si les polynomes Pi sont Ptran- 
gers deux a deux, A [x, ] x . . x A[x,~] est une extension monogene de A. 
3. LE THEOREME DE L'ELEMENT PRIMITIF 
RAPPEL 2. [6, chap. II, theorem 7.11. Soit A un anneau et soit B une 
A-algebre de type fini. Les propositions suivantes sont dquivalentes: 
(i) B est une A-algebre separable, 
(ii) BOA, N B, est une A,-algebre separable pour tout ideal maxi- 
mal m de A, 
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(iii) BjmB est une A/m-alggbre Gparable pour tout ideal maximal m 
de A. 
LEMME 4. Soit A un anneau semi-local de radical r = fir= 1 mi. Soit B une 
extension de A qui soit une A-algPbre de type fini. Alors B/rB est une exten- 
sion de A/r; et B est siparable sur A si, et seulement si, B/rB est &parable 
sur A/r. 
DEMONSTRATION. Les ideaux mi de A &ant maximaux ils sont Ctrangers 
deux a deux done les ideaux m,B de B verifient si i #j: 
et sont done Ctrangers, et d’apres le rappel 1 (les intersections et les pro- 
duits etant pris de i= 1 a r) 
n(m,B)=n(m,B)=(Z7mJB=(nm,)B=rB. 
Commem,BnA~m,,miBnA=m,ouA.Sim,BnA=Aalorsm=mi 
verilie mB = B et, en prenant les localids, m, B, = B,. Or A,,, est un 
anneau local d’idtal maximal mB,,, = mA, B,, = m,, B,. Done mBn, = B ,,,. 
Comme, d’apres le rappel 2, B,, est separable sur A,, (qui est local) on est 
ramene au cas od A est local. Or B est un A-module de type lini done 
B, = B@ A A,,, est un A,,,-module de type lini. Si mB, = B, alors, d’apres 
le lemme de Nakayama, B,, = 0 ce qui est absurde, done mB,,, #B, done 
mB#Bdoncm,BnA=m,et ainsi 
rBnA=(~(miB))nA=~(miBnA)=~(miA)=~m,=r 
et B/rB est bien une extension de A/r. 
D’aprts le rappel 1 on a de plus B/rB N Z7(B/m,B). Comme B est une A- 
algebre de type Iini B est separable sur A, d’apres le rappel 2, si, et seule- 
ment si, B/mB est separable sur A/m pour tout ideal maximal m de A. Ce 
qui equivaut (cf. [6, chap. II, proposition 1 .13]) a la separabilite de 
IJ(B/m,B) sur Z7(A/m,) 2: A/(nmJ = A/r. 
THEOREME DE L'ELEMENT PRIMITIF. Soient A un anneau semi-local de 
radical r, ki les corps tels que A/r N k, x . . . x k, et soit m E N*. Les proposi- 
tions suivantes sont tquivalentes: 
(i) A” est une extension s&parable de rang m de A, monoghe, 
(ii) Toute extension &parable de rang m de A est monogtne, 
(iii) (A/r)” est une extension Gparable de rang m de A/r, monoghe, 
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(iv) Toute extension Gparable de rang m de A/r est monogtne, 
(v) Pour tout i = l,..., r, Card ki 2 m. 
DEMONSTRATION. On la fera suivant le schema 
(iv) * (ii) * (i) =z. (iii) * (v) * (iv). 
Montrons (iv) + (ii). Si B est une extension separable de rang m de A, 
d’apres le lemme 4, B/rB est une extension separable de rang m de A/t et, 
par hypothbe, elle est monogene. Done B/rB N A/r[t] oti t E B/rB. Si x 
relbve t considtrons A[x]. Alors A[x] + rB = B et le lemme de Nakayama 
montre que A[x] = B qui est done monogene. 
L’implication (ii) =z. (i) est evidente. 
Montrons (i) = (iii). Si A” est monogene, d’apres le lemme 1, A possede 
m elements xi tels que xi- xj E U(A) si i#j. Ainsi xi-x, n’appartient a 
aucun ideal maximal de A, done, dans A/r, Xi-Xi est inversible et (A/r)” 
est monogene d’apres le lemme 1. 
Le demonstration de (iii) + (v) a Cte faite au lemme 2(b). 
11 reste a demontrer que (v) * (iv). 
SiB’estunek,x ... x k,-algebre B’ = B, x ... x B, ou chaque Bi est une 
k ,-algbbre. Si chaque Bi est une extension monogene de k,, 
B’=kl(x,)x ... x k,(x,) 2: (k, x .. . x k,)((x,,..., x,)) est une A/r-algebre 
monogene. 
11 suflit done de montrer que Bi = k,(x,). Comme B’ est separable sur A/r 
d’apres [6, chap. II, proposition 1.131 Bi est separable sur le corps kj c’est 
done (cf. debut de la demonstration du lemme 1.2 de [lo]) un produit de 
corps: Bi = Ki, x . . . x Ki,T, ou chaque corps K, est separable sur k, done 
Kv=ki(xj,) et ainsi B,=k,(xil)x .. . x k;(x,,). On est done bien ramene au 
cas oti A/r est un corps (c’est-d-dire A local). 
Soit done B’ = k(x,) x .. . x k(x,) et soient P, ,..., P, les polynomes mini- 
maux des x1 ,..., x,. S’ils sont premiers entre eux deux a deux, d’apres le rap- 
pel 1, B’=II(k(x,)) N Z7(k[X]/(P,)) = k[X]/(P, ... P,) qui est done mono- 
gene. Si certains polynomes minimaux ne sont pas premiers entre eux deux 
a deux, comme ils dtlinissent des idtaux maximaux ils sont egaux et B’ est 
du type k(x)“k( y)” . . . k(z)” oh les polynbmes minimaux de x, y,..., z sont 
premiers entre eux deux a deux. Et d’apres le raisonnement precedent on 
est ramene au cas oti B’ = k(x)“. 
Si k est infini il existe une infinite d’elements primitifs xi tels que 
k(x) = k(xi). Si P, ,..., P, sont les polynomes minimaux distincts deux a 
deux de x1 ,..., xh il existe alors un element primitif xh+ I (qui n’est racine 
d’aucun des polynomes P,,..., Ph) dont le polynome minimal P,,+ , differe 
de chaque Pi, 1~ i < h. On a done une infinite de polynomes minimaux P, 
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distincts deux a deux tels que k(x) N k[X]/(Pi). On en choisit s et l’on 
obtient 
B’=k(x)“2:k[X]/(PI)x .‘. Xk[X]/(P,)~k[X]/(P, . ..P.). 
Si k est tini, k = IF,. Les extensions d’ordre 2 de IF, (a savoir F, x F, et F,) 
sont monogenes et celles d’ordre m > 2 ne sont pas toutes monogenes car 
5;” ne l’est pas. 
On suppose done, maintenant, q 3 3. Le nombre de polynomes irreducti- 
bles unitaires de degre n de F, [X] est (cf. [2, chap. V, sec. 12, ex. 1 b] ) au 
moins egal a q”(q - 2)/n(q - 1). D’apres le raisonnement fait dans le cas 
dun corps infini il suftit d’en trouver S, d’ou il suftit d’avoir 
4”k-2)>s 
n(q- 1) ’ 
ou encore u -q”(q-2)-sn>0 n - 
q-l ‘. 
On sait que [F; est monogene si et seulement si q 3 m. Or si IF,(x)’ est un 
facteur de B’, rgB’=m>rg F,(x)“=s.rg F,(x)=s[[F,(x): lFg] =sn. Done 
q B m > SIE 3 s et ainsi 
24 n+l -u,=q”(q-2)-s>q”-s>q-s30 
la suite U, est croissante. Or 
u,22(4-2)L2s> 
q-1 
, q2(4 - 2) 
q-1 
-q=4(42-3q+ 1) 
q-l 20 
done U, > 0 pour tout n 2 2. Et pour n = 1 (c’est-a-dire F,(x) = Fy) le cas 
est regle (car q > m 3 s). 
La demonstration est terminte. 
Le thtoreme de l’tlement primitif ram&e done l’etude de la monogeneite 
de toute extension separable de rang m dun anneau semi-local a celle de 
A” puis a celle de (A/r)” ou plus simplement a la determination des cardi- 
naux des corps de A/r. On obtient ainsi: 
COROLLAIRE 1. Toute extension &parable de rang m dp de ranneau des 
entiers p-adiques Z, est mono&e. Toute extension s&parable de rang m < q 
de I’anneau des shies formelles F, [ [X,, i E I] ] est monogtne. 
Le theoreme montre egalement qu’il existe des extensions &parables de 
rang m qui ne soient pas monogenes, meme si A est un corps. Ainsi la 
demonstration du theoreme 1.4 de [lo] est erronee. Cependant le rtsultat 
est juste, car dans le cas etudie ou le rang est premier, toute extension du 
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corps A/m qui ne soit pas un corps est isomorphe a (A/m)P mais l’applica- 
tion 8 est tout de m&me surjective car (A/m) @ A 0 . 0 A est isomorphe 
A (A/m)? 
Signalons une erreur de transcription en [lo]. D’apres S. Wang (cf. [ 15, 
lemmes 2.3.2 et 2.3.31 ou sa citation au theoreme 5.3 de [lo]) toute exten- 
sion cubique libre dun anneau A (dont 1 est Clement dune base) est du 
type A [A’, Y]/Z ou Z est l’idtal de A [X, Y] engendrt par les polynomes 
X2+bX+uY+ac, XY - ad, Y’+dX+cY+bd 
oti a, 6, c, de A. De plus elle est monogene si, et seulement si, la forme 
cubique 
- aX3 + 6X2 Y - cXY2 + dY3 
reprtsente un element inversible. 
Or cette forme ne represente aucun Clement inversible si a, b, c, dE m 
ideal maximal d’un anneau local A; ce qui contredit, si Card A/m > 3, le 
thtoreme de l’tlement primitif. 
Cette contradiction provient du fait que pour S. Wang une extension 
cubique n’est pas ntcessairement separable ainsi ses resultats, cites au thto- 
reme 5.3 de [lo], ne conviennent-ils pas dans le contexte de [lo] oh les 
extensions sont galoisiennes done separables. 
On a cependant le resultat suivant: 
PROPOSITION 2. Soit B= A[x,y] = A[X, Y]/Z oti I est fid&f de 
A [X, Y] engendrt par X2 + bX+ UY + UC, XY - ad, Y2 + dX+ c Y + bd, une 
extension cubique (non mkessuirement skpuruble) de A. Si x ou y est skpuru- 
ble sur A ulors B est monoghe. 
DEMONSTRATION. 11 suffit que - uX3 + bX2 Y - cXY2 + dY3 represente 
un Clement inversible, et, pour ce faire, il suffit que a ou d soit inversible. 
Or, dans A [x, y], xy = ad done 
x3+bx2+uxy+ucx=0 implique x3 + bx2 + ucx + a*d = 0 
et 
y3+dxy+cy2+bdy=0 implique y3 + cy2 + bdy + ad2 = 0. 
Le discriminant de x est a2A, celui de Y est d2A oti 
A = - 4b3d + b2c2 + 18ubcd - 4uc3 - 27u2d2. 
Si x (resp. y) est separable a2A (resp. d*A) est inversible done a (resp. d) 
I’est. 
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4. CONSEQUENCES 
Comme tout corps contient deux elements on retrouve le fait que toute 
extension quadratique separable dun anneau semi-local est monogene (cf. 
[ 1, chap. II, theoreme 1.61 oti l’auteur montre de plus qu’elle est du type 
A[?] oti t’=f+b et 1 +4b~u(A)). On en dtduit alors: 
COROLLAIRE 2. Si Panneau A est semi-local le groupe Q(A) des exten- 
sions quadratiques de A est isomorphe au groupe G,(A) de Micali-Villa- 
mayor (cf. [S]). 
DEMONSTRATION. Toute extension de A etant libre on a Q(A) 1: Qfs(A) 
groupe des extensions quadratiques &parables libres dtfini en [9] qui est 
alors (comme t* = at + b avec a = 1) isomorphe a G,(A) d’aprb le thto- 
r&me 2 de [ 121. Autre demonstration: d’apres [4, theorbme 4.2.c] toute 
extension de A semi-local est a base normale or (cf. [S], th. A) 
G,(A) z NB(A) groupe des extensions quadratiques &parables a base nor- 
male, d’oii le rtsultat. 
Dans le cas des extensions cubiques voici une generalisation d’un resultat 
ttabli auparavant (cf. [ 10, thtoreme 5.11 et [ 13, theoreme 2.21) pour un 
anneau local et des extensions galoisiennes. 
COROLLAIRE 3. Soit A un anneau semi-local dont ni F, ni IF, nest facteur 
du quotient A/r. Tome extension cubique separable de A est du type A[x] ou 
x3=bx+cavec4b3-27c*EU(A)et bEU(A). 
DEMONSTRATION. Si B est une extension cubique de A d’aprts le theo- 
reme B=A[x] od x3=ax2+bx+c. 
Supposons tout d’abord que A soit un corps k, et montrons qu’on peut 
se ramener au cas ou a = 0. C’est clair si 3 est inversible. Si 3 = 0 (et a # 0 
sinon c’est termine) et si B est un corps, y = x - (b/a) verilie y3 = ay* + C 
avec aC#O (sinon le discriminant serait nul) done y est inversible dans B 
et z=y-’ verifie z3 = -aC-’ + C’. Comme B= k(x) = k(z) avec 
aC- ’ # 0 c’est termint. Si B n’est pas un corps c’est k3 % k[X]/(P) oti 
E Ctant une unite exceptionnelle (qui existe d’apres le lemme 1). On a bien 
x3 = bx + c dans chaque cas. 
Maintenant si B est un corps et b = 0, y = x + x2 verifie y3 = 3cy + c + c* 
ou 3c # 0 (sinon on aurait -27~~ = 0). Si B = k3, comme s2 + E + 1 = 0 a au 
plus deux solutions et comme dans un corps seuls 0 et 1 ne sont pas des 
unites exceptionnelles (cf. lemme 2) si Card k > 5 il existe une unite excep- 
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tionnelle E veriliant .s2 + E + 1 # 0. Dans ff 3, E = - 1 convient. Dans 
IF, = F,(j) ou j* + j + 1 = 0 ce nest pas possible. 
Revenons au cas od A est semi-local. Si B est une extension cubique 
separable de A, d’aprb le lemme 3, B/rB est une extension cubique separa- 
ble de A/r N k, x ... x k, oti ki# E* pour tout i done 
B/rB- k,(x,) x ... x k,(x,) avec, comme kj# iF,, x: = bixi+ ci, b;#O, 
c’est-a-dire b; inversible dans A/mi. Comme les ideaux mj sont Ctrangers 
deux a deux d’apres le theoreme chinois il existe h E A et c E A tels que 
h=h, (modmi) et c = c, (mod m,) 
done B/rB-k,(x,)x ... xk,(x,)E(k,x ... xk,)(y) oti y=(x,,...,x,) 
v&lie y3 = hy + c. Or pour tout i, bj # 0 done h .$ mi done b est inversible. 
Compte tenu du theoreme le lemme 3 definit des conditions suflisantes 
pour que toute extension separable de rang m = 3, 4, 5 ou 6 respectivement 
soit monogene. 
PROPRIETE 2. Soit E E U(A) une unitP exceptionnelle. Alors -E est excep- 
tionnelle 0 ~~ est exceptionnelle 0 E - E ~ ’ E U(A). 
DEFINITION 3. Je propose de nommer unitd vraiment exceptionnelle une 
unite exceptionnelle vtritiant les conditions prectdentes. 
Si A est local et 2 $ U(A), toute unite exceptionnelle st vraiment excep- 
tionnelle. 
COROLLAIRE 4. Soit A un anneau semi-local possddant une unit6 vraiment 
exceptionnelle (par exemple 2 si 2 et 3 sont inversibles). Toute extension 
s&parable de rang m d 4 de A est monogdne. Si de plus 2 E U(A) c’est vrai 
pour m d 5. 
DEMONSTRATION. I1 s&it que A” soit monogene. Or x0 = 0, x, = 1, 
x2 = E, x3 = 1 + E conviennent pour prouver que A4 est monogene. Si de 
plus ~EU(A) on prend x3= -1 et x4= --E. 
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